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УДК 621.397
ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ СЛУЧАЙНОГО АДДИТИВНОГО ШУМА 
НА ВОССТАНОВЛЕНИЕ СМАЗАНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ 
МЕТОДА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ С РЕГУЛЯРИЗАЦИЕЙ А.Н. ТИХОНОВА
Введение.
В задачах получения информации о земной поверхности в виде спутниковых 
снимков и аэрофотосъемки одной из основных проблем обработки изображений яв­
ляется наличие в регистрируемы х снимках различного рода искажений, таких, как 
смаз, дефокусировка и заш умленность.
Задача восстановлении (реконструкции) заш умленны х и искаж енных в ре­
зультате смаза (сдвига, смещ ения) изображений является актуальной и одной из 
наиболее трудных задач обработки изображений, требую щ ей слож ных математиче­
ских вычислений [i-1o].
При восстановлении изображения осущ ествляется реконструкция или вос­
создание исходного изображения, которое было искажено в результате различного 
рода воздействий, используя априорную информацию о явлении, которое вызвало 
искажение. М етоды  восстановления основаны на моделировании процессов искаж е­
ния и применении обратны х процедур для воссоздания исходного изображения. Так, 
для восстановления смазанных изображений применяется такие методы, как ин­
версная фильтрация, параметрическая винеровская фильтрация, фильтрация по Ти­
хонову, алгоритм Л ю си-Ри чардсона, «слепая» деконволю ция и другие [1-6].
В работе проведено исследование погреш ностей при восстановлении смаза- 
ных изображений с использованием метода регуляризации А.Н . Тихонова под влия­
нием аддитивного шума.
Под изображениями в данной работе, для определенности, будем подразуме­
вать космические фотоснимки земной поверхности, аэрофотоснимки или ф отогра­
фии быстролетящ его объекта.
Одна модель искажения изображения.
Для формулирования основных теоретических положений восстановления 
изображений с использованием метода регуляризации А.Н . Тихонова изображение 
следует описать в виде следующ ей модели: представим изображение в виде дейст­
вительной ограниченной неотрицательной функции f (x ,y ) двух пространственных 
перемещ ений x , y , представляющ ей интенсивность или яркость изображения в каж ­
дой точке плоскости (х, y) [4-6].
Как правило, шум на изображении возникает в процессе получения (оциф­
ровки) данного изображения, а также в процессе его передачи по каналам связи. Это 
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ров, таких как внеш ние условия в процессе фотосъемки и качество самой аппарату­
ры. Например, в процессе получения изображения с помощ ью фотокамеры с ПЗС 
матрицей, основными факторами, влияющ ими на величину шума, являются уровень 
освещ енности и температура сенсоров. В процессе передачи изображения могут ис­
кажаться помехами, возникающ ими в каналах связи. Н апример, при передаче изо­
бражения с использованием беспроводной связи, оно может быть искажено в ре­
зультате разряда молнии или других возмущ ений в атмосфере [3-6, 8].
Ни одна оптическая система воспроизведения не может обеспечить совер­
ш енство качества изображений, поэтому реально всегда получается искаженное за­
ш умленное изображение, для улучш ения качества которого необходимо выполнить 
некоторую коррекцию, например: устранить царапины на снимке, подобрать кон­
трастность и том у подобное [6].
М одель процесса искажения предполагает действие некоторого искажающ его 
оператора H  на исходное изображ ениеf  х, y) с учетом воздействия аддитивного ш у­
ма, в результате которого формируется искаженное изображение g(x,y) [3, 5].
£  (х, У) = h( х, у ) * f  (х, у )  + п( х, у ) , (1)
где h(x, y) -  искажающ ий оператор в пространственной области, связанный с функ­
цией рассеивания точки (ФРТ или PSF в зарубеж ной литературе), символ «*» обо­
значает свертку, п(х, y) -  аддитивный шум.
Задача восстановления смазанного изображения
Рассмотрим задачу восстановления (реконструкции) изображений, искаж ен­
ных в результате смаза.
Смазы на изображении возникают при перемещ ении объекта относительно 
камеры в процессе регистрации. Примером может послужить процесс ф отограф иро­
вания быстродвижущ ихся объектов неподвижным фотоаппаратом и, наоборот, фо­
тографирование неподвиж ных объектов быстродвижущ имся фотоаппаратом [7, 8].
В работе будем рассматривать смаз, полученный в результате перемещ ения 
параллельно одной из координатны х осей (см. рис. 1-2), т.е. когда угол смаза равен 
нулю.
Рис.1. Исходное изображение Рис.2. Смазанное изображение 
(длина смаза Д=6о пикс.)
М атематически постановка задачи смазывания изображения заключается в 
следующем: введем в плоскости объекта прямоугольную систем у координат % '0 'ц ', а 
в плоскости фотопленки %0 ц . Введем наряду с неподвижной системой координат 
%Оц систему координат хОу, связанную с движущ ейся фотопленкой и совпадающ ую 
с %Оц лиш ь в начальный момент (т=о) процесса смазывания. На некоторую точку 
(х,у) фотопленки за время: будет проецироваться непрерывный набор точек А  с
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абсциссами от £=х до £=х+Д и с различными интенсивностями w(£,y), т.е. результи­
рую щ ая интенсивность (обозначим ее через g) в некоторой точке (х,у) фотопленки
будет равна сумме (точнее, интегралу) интенсивностей w(£,y), ^  ^ Iх  х  +  Д ] [8]:
х+Д
g  (х, У ) = —  j  w (£  y  )d£. (2)
Д Jх
М ожно записать (2) иначе:
х+Д
-  j  w(£  У У ^  = g (х  У ), 3 )
х
где g (х, у )  -  распределение интенсивностей на фотопленке (на смазанном изобра­
ж ении) в функции прямоугольных координат х, у  (ось х  направлена вдоль сдвига 
(смаза)), Д -  величина смаза, полагаемая известной, w(£, y) -  распределение истин­
ной неискаженной интенсивности на фотопленке (той интенсивности, которая была 
бы на фотопленке в отсутствие сдвига, т.е. при Д=о).
Соотнош ение (з) является основным в задаче реконструкции смазанных изо­
бражений. Данное соотнош ение есть одномерное интегральное уравнение Вольтера I 
рода относительно w(£,y) при каждом фиксированном значении у, играющ ем роль 
параметра, другими словами, (з) есть совокупность одномерных интегральных урав­
нений.
Уравнение (з) можно записать в виде интегрального уравнения Фредгольма I
рода:
b
g  (х  У ) = j  к  (х - £ V f e  У )d ^  (4 )
a
где g  (х, у )  -  распределение интенсивности вдоль смазанного изображения, w(g, у ) -  
распределение интенсивности вдоль неискаженного изображения, к (х -  £) -  мате­
матическое ядро интегрального уравнения, а физически импульсная характеристика 
системы или функция рассеяния точки (ФРТ, PSF), равная в случае равномерного 
смаза
( )  [1/Д  пр и х  е \ - Д , 0], 
к  (х  )=<{ г (5)
[ 0  п р и  х  £ \ -  Д ,0 ].
Отметим, что величина смазаД априори неизвестна и ее можно определить 
путем подбора или по величине ш трихов на искаженном изображении. Что ж е каса­
ется направления смаза (вдоль которого устанавливается ось х), то его можно опре­
делить по направлению ш трихов на искаженном изображении. После определения 
направления смаза, изображение можно повернуть на соответствующ ий угол, чтобы 
ось x  была горизонтально направлена.
П овернув изображение так, чтобы направление смаза соответствовало на­
правлению оси x и, узнав величину смазаД, можно, реш ив уравнение (4) восстан о­
вить устойчивым образом неискаженную интенсивность на фотоснимке w a(x, y) по 
интенсивности на искаженном снимке g(x, у). При этом на искаженном фотоснимке 
мож ет бы ть заложена ценная, но непосредственно нераспознаваемая информация: 
земного объекта, снятого из космоса, быстролетящ ей цели и т.д. И только математи­
ческим путем (с использованием вы числительны х возможностей компью тера) мож ­
но будет извлечь эту информацию.
щ у
у
Уравнения вида (4) представляю т собой однопараметрическое семейство ин­
тегральны х уравнений Ф редгольма первого рода.
Задача реш ения уравнения (4) является некорректной (неустойчивой). В 
подавляющ ем больш инстве наиболее известных методов задача восстановления рас­
сматривается с позиций обеспечения устойчивости вычислений, и к настоящ ему 
времени разработаны достаточно устойчивы е методы реш ения [8-11]. Среди множ е­
ства этих методов особо широкую известность приобрел метод регуляризации Тихо­
нова А.Н , где исходное некорректное уравнение первого рода (4) преобразую т к 
уравнению второго рода на основе вариационного принципа минимизации регуля- 
ризирующ его функционала, в конструкции которого используются эвристический 
функционал - стабилизатор.
Основным (устойчивым) методом численного реш ения уравнения (4) обычно 
считается метод преобразования Фурье с регуляризацией Тихонова [6]. Реш ение со­
гласно данном у методу может быть записано в виде обратного ПФ [3, 5, 11-14, 18]:
+ад
wa (£, у)  = —  j  wa (о  y )e " 0 d a , (6)
2 п  J-ад
где регуляризованны й одномерный Фурье-спектр реш ения (при некотором y ) равен
w (о  у) K ( - 0 ) G ( 0 ,У) ,  ,
wa (о  У) = 7 7 - т ----- , (7)
L (a )  + а М  (о )
причем
ко  = 7 а д е “ * = !^п*оД>+ С° 5(<М) - 1 i, (8)
- о Д  о Д-ад
+ад
G(rn, у)  = j  g (x , y )e 10Xd x . (9)
-ад
Здесь K (о )  и G ( о ,у )  -  одномерные Ф урье-спектры  ядра (функции рассея­
ния точки) k (x ) и правой части (смазанного изображения) g (x , y ) уравнения (4) при 
некотором y; а  -  параметр регуляризации, М (о )  -  регуляризатор, который может
быть выбран, например, в виде М  (о )  = о  2Р, Р  ^ 0 -  порядок регуляризации (обыч­
но p  = 1, А -  величина смаза):
L (0 )  = K (®)Г = K ( о ) К ( - о )  = R e 2 K (о )  + Im 2 K ( о ) . (10)
Фурье-спектр ядра K (о )  (не зависящ ий от y) может быть вычислен аналити­
чески согласно (8), а G (a , у )  может быть найдено численно для каждого значения y  с 
помощ ью дискретного преобразования Фурье (ДПФ).
Ч исленно вы числить wa(£ ,у )  из соотнош ения (6) мож но в результате за ­
мены  интегралов конечны м и сум м ам и, наприм ер, по ф орм улам  трапеций или 
прям оугольников. В результате чего мож но вы числять дискретное преобразова­
ние Ф урье вм есто непреры вного. Такж е м ож ет бы ть прим енено и бы строе преоб­
разование Ф урье.
П равильный выбор значения параметра регуляризации а  является очень 
важным. Для реш ения данной задачи применяют ряд способов [16, 17]. Например, 
выбор а  можно осущ ествлять способом невязки или обобщ енным принципом не­
вязки, способом квазиоптимального (квазинаилучш его), способом отнош ения, спо­
собом независимых реализаций, способом перекрестной значимости, способом м о­
делирования и др. В работах [14, 15] выбор а  осущ ествляют способом подбора.
Данный способ заключается в том, что вначале задается некоторый набор 
значений а  :
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а  = a 1, a 2,.. .,a n
Затем для каждого а  производится реконструкция смазанного изображения 
и результаты выводятся на экран. Выбирается то значение а  , при котором результат 
является наиболее разреш имым и правдоподобным.
Вычислительные эксперименты
В работе проведены вычислительные эксперименты по выявлению влияния 
случайного аддитивного шума на погрешность восстановления смазанных изображе­
ний при использовании метода преобразования Фурье с регуляризацией Тихонова А.Н.
Для проведения вычислительных экспериментов в среде MATLAB была разрабо­
тана программная система, в которой реализован алгоритм для моделирования смазан­
ных изображений и алгоритм решения задачи (4), по методу преобразования Фурье с 
регуляризацией Тихонова А.Н., восстанавливающий смазанное изображение.
При реш ении обратной задачи параметр регуляризации а  выбирался путем 
визуальной оценки реконструированного изображения.
Относительная погреш ность восстановления вычислялась по формуле:
а  отн
Z Z  ( fj- />)'
1=1 j=1
M N (11)
Z Z  j
i=1 j=1
На первом этапе исследований были проведены вычислительные экспери­
менты, заключающ иеся в проверке работоспособности метода преобразования Ф у­
рье с регуляризацией Тихонова А.Н . для восстановления смазанных изображений 
при отнош ении ш ум/сигнал в 0%, 1%, 2%, 5% на основе оценки относительного сред­
неквадратического отклонения восстановленного изображения от исходного (см. 
рис. 3-10).
Аддитивны е шумы на изображении моделировались по формуле:
/  (х) = ui + cvi , i ,x  = 1 ...N , y  = 1 . . M , (12)
где /  -  заш умленная строка изображения, 
ui -  отсчеты сигнала (строка изображения),
N  -  количество отсчетов сигнала (столбцов изображения), 
M  -  количество строк изображения,
Г









где z -  отнош ение ш ум/сигнал,
v  = к -  s, i = 1 ...N,





Результаты вы числительны х экспериментов представлены на рисунках 3-10.
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Рис. 3. Смазаное изображение 
(Д=6о, отношение шум/сигнал 0%)
Рис. 5. Смазанное изображение 
(Д=6о, отношение шум/сигнал 1%)
Рис.4. Восстановленное изображение 
(а = 1e-7, Д=6о, отношение шум/сигнал 0%), 
= 0.339б
Рис. 6. Восстановленное изображение 
(а = 1е-7, Д=6о, отношение шум/сигнал 1%),
= 0.3621
Рис. 7. Смазанное изображение 
(Д=6о, отношение шум/сигнал 2%)
Рис. 8. Восстановленное изображение 
(а = 1е-7, Д=6о, отношение шум/сигнал 2%),
= 0.4 197
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Рис. 9. Смазаное изображение Р и с 10. Восстановленное гоображение
(Д=6о, отношение шум/сигнал 5%) (а = 1е-7, Д =60, отношедда шум/ сигнал 5%),
= ° .7° 5°
На основании изображений, приведенны х на рис. 3 -ю , можно утверждать, 
что при отнош ении ш ум/сигнал более 5% метод использовать не рекомендуется.
На следующ ем этапе были проведены вычислительные эксперименты по ре­
конструкции 1000 смазаны х изображений с различными параметрами шума. П олу­
чены статистические данные (см. табл. 1, рис. 11) о влиянии случайного аддитивного 
ш ума на погреш ность восстановления смазаных изображений при использовании 
метода преобразования Фурье с регуляризацией А.Н . Тихонова. В процессе экспери­
ментов к исходному смазаному изображению добавлялся случайный шум, затем 
производилась реконструкция изображения и подсчет относительной погреш ности 
восстановления. В табл. 1 представлены некоторые результаты вычислений.
Таблица 1
Некоторые результаты вычислений погрешностей восстановления 
изображения при случайном аддитивном шуме
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В результате проведенных вычислений, была получена зависимость относитель­
ного среднеквадратического отклонения от уровня аддитивного шума (см. рис. 11).
Из рис. 11 видно, что зависимость относительного среднеквадратического от­
клонения от уровня а ддитивного ш ума почти линейная, что говорит об устойчивости 
использованного метода восстановления, т.е. при малом изменении уровня адди­
тивного ш ума получаем малую погреш ность восстановления изображения, но, в то­
ж е время, метод не позволяет подавить шум.
Рис.11. Зависимость относительного среднеквадратического отклонения 
от уровня аддитивного шума
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Затем производилось вычисление средней погреш ности восстановления сма­
занного изображения по 100 реконструкций смазанны х изображений для отнош е­
ний ш ум/сигнал в 0%, 1%, 2%, 5%, 10% и 50% соответственно. На основании данных 
экспериментов получены средние значения относительных погреш ностей восста­
новления (см. табл. 2).
Таблица 2
Средние значения погрешностей восстановления 
при некоторых отношениях шум/сигнал







На основании результатов вы числительны х экспериментов выявлено, что по­
греш ность восстановления линейно зависима от изменения уровня аддитивного 
шума: при малом увеличении уровня аддитивного шума происходит также малое 
увеличение погреш ности восстановления изображения, что говорит об устойчивости 
рассмотренного метода реконструкции. Таким образом, метод имеет смысл исполь­
зовать лиш ь при малом отнош ении ш ум/сигнал (не более 1%).
Работ а выполнена при поддерж ке Ф Ц П  «Научные и научно-педагогические кадры  
для инновационной России» на 2009-2013 годы, гос. конт ракт  №  14.740.11.0390.
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In the work was investigated the influence of random ad­
ditive noise on the restoration of blurred images when using the 
Fourier transform with Tikhonov regularization.
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